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INTRODUCTION 
Le but de cet expose est d’apporter une rt5ponse Q la question de Castaing 
“A-t-on, au sujet de la differentiabilit6 de I’application x --f x+, dans les 
espaces de Kijthe, introduits par Dieudonne, des r&mltats analogues a 
oeux connus dans le cas d’espaces Lp ou d’espaces d’Orlicz 1”. Ce probleme 
de differentiabiliti a et6 rencontre dans le cas des espaces Ls([O, 11, p) 
avec ,u mesure de Lebesgue, par PALLTJ DE LA BARRIERE ([9]) a la suite 
d’un probleme de programmation dynamique. Une solution a et15 apportee 
par Valadier, d’abord pour les espaces D(T, a, ,u) avec (T, a, ,u) espace 
mesure abstrait, ,u mesure born&e et 1, E [l, +oo[ ([l], [9]), ensuite pour 
les espaces d’Orlicz Lo(T, ,u) avec @ fonction de Young partout finie sur 
T et p mesure born&e ([14], p. 27). Dans le cas des espaces D(T, p) avec 
,u non necessairement born&e, une solution partielle, rest6e non publiee, 
a et6 apportee par MOREAU ([7]). Ici nous obtenons le rt5sultat suivant: 
(A, A*) &ant un couple d’espaces de Kothe associes, l’application 2 + x+ 
est differentiable au sens de G$teaux dans n muni de la topologie de 
Mackey z(n, A*) en chaque x tel que [z= 0] soit ,wnegligeable. 11 est 
clair que notre r&u&at g&&ralise le resultat de Valadier pour A= Lp 
(p E [l, +bo[) muni de la topologie de la norme. 
D~NITIONS ET NOTATIONS 
Les espaces de Kijthe associees li et A* sont ceux introduits par 
DIEUDONNE ([5]). II et A* sont mis en dualit separante par la forme 
bilineaire: (f, g) E II x li* --f (f, g>= JT fgdp, oh T= UnrN& avec pour 
tout n, K, compact et Km C K n+i, et o-ir p est une mesure de Radon 
positive sur T. On a n = (A*)*. Munis de la relation d’ordre habituelle 
(f <h e f(t) <h(t), ,wpresque partout), n et A* sont des espaces vectoriels 
retioules (autrement dit, espaces de Riesz). Pour tout 616ment x de n 
(resp. (1*) on note xt la partie positive de x et x- la partie negative. 
On note II+ et IIT le cone positif de li et A* respectivement. Dans toute 
la suite, les roles de rl et II* peuvent i&e &hang&. En consequence 
pour simplifier l’expose, les definitions et resultats ne seront 6nonces que 
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dans le cas de l’espace A. Etant don& (a, b) E A x A, on appellera intervalle 
[a, b] l’ensemble [a, b] = {z E ll]agz=~~ b}. Les topologies faible, normale, 
de Mackey, d&.nies sur A, sont not&es respectivement (~(11, A*), q(A, A*), 
t(A, A*). On rappelle que ~(11, A*) est engendree par la famille des semi- 
normes (2~~)~d: avec z.+(f)= JT lfls dp, vf E -4, (131, chap. 1, prop. 16, 
p. 20) ; quant a z(A, A*), elle coincide avec la topologie de la convergence 
uniforme sur les parties normales cr(A*, A) compactes de A* (W C A* est 
normal si et seulement si pour toute g localement ,u-integrable telle que 
1919; \hl avechE W, ona gE W) ([3], chap. 1, prop. 12, p. 19) et est engendree 
par la famille de semi-normes (~w’)w~~,, avec PIT(~)= supgrw Jr IfI lgl d,u 
V/ E A ([3], chap. 1, p. 17). Si A est une partie quelconque d’un espac, 
vectoriel topologique X dont le dual est note X’, on notera v(. ; A) la 
fonction d’appui de A. C’est-a-dire : ~(2 ; A) = sup {(z, %‘)I2 E A), VZ’ E X’. 
On appelle fonction indicatrice de A, la fonction YA definie par VA(X) = 0 
sixEA,yA(X)=+00si5~A.SoithuneapplicationdeXdans[-oo, +oo], 
convexe sur X ; un element x’ de X’ est un sous gradient de F, en z E X, 
si la fonction affine 21 + (u--x, 2’) + h(z) minore h. On appelle sous 
di@entieZ de h en x et on le note oh(x), l’ensemble, Bventuellement vide, 
des sous-gradients de F, en x ([6] ; [ 121; [15]). Soit f une application de X 
dans Y, autre espace vectoriel topologique. On dira que f est di&!rentiable 
au sens de Gdteaux en x, s’il existe un operateur de X dans Y, pas 
necessairement lineaire, Dfz, tel que la fonction A -+ f(x + Au) soit derivable 
en A = 0, pour tout u, et ait pour d&i&e D/,(u) : D/,(u) = [d/d1 f(x + Au)]a=~ 
(comparer avec la definition don&e dans [ 131, p. 35). 
Pour toute partie B d’un ensemble quelconque, on note XB, la fonction 
caracteristique de B. Pour toute application f de T dans B on note, pour 
tout a EB, [f<a], [f=a], [f>a], [f>u], [f#a], les ensembles respectifs 
(t E TlfVba}, {t E Tlf(G=a), {t E TlfWa}, {t E TlfWa}, {t E TlfWW. 
Pour exprimer qu’une suite de nombres reels (An)nrN tend vers zero en 
decroissant on Bcrira Ala 4 0. 
THBORBME : Soit x un Clkment de A tel que l’ensemble [x= 0] soit ,u- 
ndgligeable. Alors on a: 
4 B(u, V) E Ax A*, lim ( 
(x+h)f-x+ 
~ -X[Z>O] u, v> = 0. 
A-t0 
b) Vu E A, lim (x+Ay+-x+ .-x[~>~, ~~6 
A-+0 
ohns AT. (A muni de la topologie de Maekey, $A, A*)). 
Autrement dit l’application z -+ z + est di@entiable au sem de Gdteaux en 
x ohm AT. 
La demonstration decoule des lemmes suivants. 
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LEMME 1: Etant oh& (a, b) E A x A, avec a < b, l’intervalle [a, b] est 
un convexe non vide u(fl, A*) compact. 
DEMONSTRATION La non vacuite et la convexite de l’intervalle sont 
Bvidentes. 11 s’agit de prouver la compacite faible. Pour toute h E A+, 
l’intervalle [-h, +n] est a(A, A*) compact en vertu de ([6], prop. 8, 
p. 104; [3], chap. 1, dem. prop. 16, p. 21). Or z parcourt [a, b], si et 
seulement si x-(b+a/2) parcourt [-(b-a/2), +(b-a/2)]. Alors [a, b], 
translate de [ - (b -a/2), (b -a/2)] est a( A, A*) compact, puisque a(A, A*) 
est une topologie d’espace vectoriel topologique. La demonstration est 
alors complete. 
LEMME 2: A: est le c&e dud de A+ et A+ est le cdne dual de A$. 
DEMONSTRATION . Par definition ([IO], p. 71) le cone dual de A+ est 
l’ensemble (A+)’ = {g E A*/ (f, g) > 0, Vj E A+}. 11 eat evident que A: C (A+)‘. 
Reste a montrer l’inclusion inverse. Supposons qu’il existe g E (A+)’ telle 
que g 4 A:. Alors [g< 0] est de mesure strictement positive. g E A* donc 
g est ,u-mesurable et par suite X[~<OI est p-mesurable. Dans ces conditions 
pour tout compact K de T on a ~xo 1~~01 E A+ n A:, d’oh en vertu de 
l’hypothese &,<a] o x, g) > 0. On obtient done une contradiction puisque 
p([g < 01) > 0 et par suite on en deduit (A+)’ C A*. Compte tenu de ce qui 
precede on a A : = (A+)’ et par suite A+ = (A*,)’ puisque les roles de A 
et A* dans la demonstration peuvent btre &hang&. 
REMARQTJES. Cette propriete des cones A+ et A: est signalee dans 
([IO], l-20, b), p. 72). 
Bien que ce soit inutile pour la suite, signalons une consequence imme- 
diate du lemme 2: Les cones A+ et A: sont fermes pour toute topologie 
compatible avec la dualite entre A et A*. En effet, d’aprik le lemme 2, 
A+ et (1: sont fermes pour a(A, A*) et o(A*, A) respectivement. 
LEMME 3 : Soit y E A:. Pour tout x E A, on pose 
Alors, on a 
f&4 = xx+, Y>* 
f?&)=dx; K4 Yl). 
DEMONSTRATION. 11 est clair que fv est partout finie. D’autre part, 
en raison de sa definition, fy est positivement homogene et convexe sur A, 
car il en est ainsi de l’application x +- x+ de A dans A. En outre comme 
pour tout couple (xi, x2) E A x A, on a lx? --&I < ]zl-zs] ([lo], p. 6), fv 
est continue sur A pour la topologie normale q(A, A*), compatible avec 
la dualite entre A et A* ([3], chap. 1, prop. 16, p. 21). Alors il existe un 
convexe non vide, a(A*, A) compact, L dont la fonction d’appui eat fv. 
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11 reste a prouver que L= [0, y]. De sa definition resulte que L a pour 
fonction indicatrice la duale de fV, c’est-b-dire: 
vz E /I*, y&) =f*&)= sup (<x, z> -f&4x E 4. 
De la on deduit facilement l’inclusion L C [0, y]. En effet, soit z E L; alors 
y&) = 0 = sup (<x, 2) - f&)lz E A} 
et par suite TX E A, (2, z)<(x+, y), d’oh y-z E (A+)‘= (1: (lemme 2). 
D’autre part z E L = z> 0. En effet, s’il existe x E L, tel que x< 0 on 
obtient pour tout x # 0, z E - (A+), (x, x) - (xf, y) = (-z-, z) > 0, ce qui 
contredit f*y(~) = 0, et alors l’inclusion L C [0, y] est Btablie. Pour Btablir 
l’inclusion inverse, il suffit de prouver que Bz E [0, y], f*&) =O. Par 
definition, on a f*&) z 0, Bx E A *. Comme pour tout x E A, X=X+-X- 
avec x+ E A+, x- E A+ ([3], chap. 1, prop. 1) on a pour tout 
(x, 2) E A x A’, (x, 2) - (x+, y) = (xi-, z-y) - (x-, 2). 
D’oh si z-ye -(A:), 
f*&) = sup {(x+, z-y) - (97, z)]x E A}= 
= sup {(x+, 2 - y) - (x-, 2) jz E - (A,)} 
c’est-a-dire f*&) = sup {- ( - x , z x E - (A+)}. On obtient done f*&) < 0 )I 
si z E [0, y] d’oh f*&) = 0 Vz E [0, y] ce qui etablit l’inclusion [0, y] C L 
et acheve la demonstration. 
LEMME 4: Avec les hypothhes et notations du lemme 3, on a 
9 bfdx) = {z E Px YIKG z> = /&)j 
ii) Vu E A, v(u; bf,(x))= lim fv(x+‘~)-fu(s) = 
i-t0 [ 
$fu(x+Au) . A>0 1 1-o+ 
DEMONSTRATION. 
i) se deduit d’un r&&tat plus general ([15], chap. 1, prop. 26, p. 22) 
car fu( a)=~(. ; [0, y]) oh [0, y] est convexe o(d*, A) compact. 
ii) est consequence d’un resultat de MOREAU ([6], prop. 10-1.5, p. 65), 
car fy est partout finie, convexe, continue sur A pour ~((1, A*), topologie 
compatible avec la dualite entre A et A*. 
LEMME 5: Avec les hypothkses et notations du lemme 3, on a bf,(x)= 
= {x~z,ojy} si et seulement, l’ensemble [x = 0] n [y # 0] est p-ndgligeable. 
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DEMONSTRATION. Comme MOREAU dans [7], explicitons i) lemme 4; 
nous obtenons 
N&4 = (2 E P, YW, z> - (X+3 Y> = 0) = (2 E P, $1 I++‘, 2 -Y> - (x-9 z> = 015 
W,(x) = (2 E 10, YW’, y -2) + h-, 2) = 0). 
Comme (x+, x-) E (A+) x (A+), lorsque 2 E [0, y], (y-z, 2) E (A: x A:), alors 
on a (x+, y--z)>0 et (x-, .z)> 0 et par suite 
(2 E [O, y]l(x+, y-x)+(x-, z>=O>={z E ro, Yll<X’, Y-+=(x-, @=Oh 
Par definition (x+, y -2) = jr x+(y - 2) C& et (X-, 2) = jr X-Z d,u. 
Puisque ,u est une mesure positive, on a done 
Wx) = 
1 
2 E [0, y]]z(t) =0 p presque partout sur [x<O] 




2 E A*1 x(t)= (x[x,oly)(t) p presque partout sur [x#O] 
0 <z(t) < y(t) p presque partout sur [x= 0] 1 
De 18 on deduit facilement le lemme 5. En effet lorsque l’ensemble 
[x=0] n [y#O] est ~negligeable, cela signifle que y(t) = 0 ,u presque 
pa’rtout sur [x = 0] ; alors la condition 0 Q x(t) Q y(t) p presque partout sur 
[x = 0] entraine z(t) = 0, ~1 presque partout sur [x= 0] et par suite B/,(x) = 
= (x[z,c~ y} ce qui etablit la condition suffisante. Supposons ensuite que 
l’on ait b/,(x) = (x[z,~~ y}. D’apres la caracterisation don&e plus haut de 
b/,(x) il resulte que pour tout il E IO, I], z~=x[~>o] y+A X[~-OI y, est un 
element de tifv(x) tel que [ZA -x[~,o~ y # 0] = [x = 0] n [y # 01. Alors en 
vertu de l’hypothese, ,u([x= 0] n [y # 01) = 0, ce qui 6tablit la condition 
necessaire et acheve la demonstration du lemme 5. 
REMARQUE IMM~~DIATE. Lorsque [x = 0] est ,wGgligeable [x = 0] n [y # 0] 
est p-negligeable pour tout y E A: puisque ,u est une mesure de Radon 
positive. En consequence la condition [x= 0] ,u-negligeable est suffisante 
pour que, pour tout y E A:, on ait b/,(x)= ~[5>0~y). 
REMARQUES. 
1) Le r&&at du lemme 3 peut se demontrer aussi g&e & des theoremes 
de CASTAING sur I’existence de selections mesurables de multi-applications 
mesurables ([2]). En effet si I’ est la multi-application de T dans B 
definie par: t -+ r(t) = [0, y(t)], 1 ‘ensemble Sr des selections mesurables 
de I’ coincide avec l’intervalle [0, y] de A* et alors le lemme 3 se traduit 
par v(X; fir)= ST Cp(x(t); r(t)) @($ 
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2) Dana le cas des espaces de Kiithe, i) lemme 4, peut se deduire des 
propriMs de fonctionnelles convexes duales, definies it partir d’integrandes 
convexes normaux ([3], chap. 3, prop. 24, p. 79 et [a]). 
3) Bien que ce soit inutile pour la suite, il est interessant de noter que 
puisque fV est convexe, partout finie et continue sur fl pour ~(LI, A*) 
topologie compatible avec la dualit& entre rl et A* on a ofy(z) # 0, 8% E li. 
Autrement dit en utilisant la caracterisation de b/,(x) obtenue dans la 
demonstration du lemme 5 
vx E A: (2 E [O, y]l(x’, y-z)+(x-, Z)=O)#0. 
REVENONS A LA D~~MONSTRATION DU THI%OR&:ME 
Soit CC E li tel que [x= 0] soit p-negligeable. En vertu du lemme 5 et 
de ii) lemme 4 on obtient 
11 est facile de montrer que 
lim h(x + il”) -fU(s) = lim fsl(s’ il”) -h(x) 
Ad.0 A L-+0 
a>0 k0 
pour tout u E II : On a done en revenant 
Alors comme II*= (LIT) -(II*+) ([3], chap. 
qui precede : 
a la d&l&ion de fv 
lim ((z+w+-~+, y), 
A+0 3, 
1, prop. l), on deduit de ce 
(x+lu)+-39 
B(u,v)ErlxII*(X[z>o~u,Zrt---)= lim ( il ,2)+--w-), 
A+0 
et la demonstration de la premiere partie du theoreme eat ache&e. Reste 
alors la deuxieme partie qui represente l’essentiel du theoreme. 11 s’agit 
de prouver que pour toute semi-norme de la famille (pw)w.wo engendrant 









Vu E li, c’est-i-dire, pour toute partie normale o(li*, /i) compacte w de 
A*, on a 




-x[z>o]u d/L =o, BUE A. 
A+0 I I 
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11 suffit de prouver que l’on a pour tout u E A: 
lim ;yg ,s Id c I (x+lu)+-x+ d-+0 A -x[x>ol u d,u =o. a>0 I I 
Fixons u E LI. Alors l’application de R+ dans (1 definie par 
1~ (x+lu)+-x+ 
3, 
est croissante, en raison de la convexite de l’application z + z+ de II 
dans LL Dans ces conditions, il suffit de montrer que l’on a, pour toute 
suite (jln)ncN tendant vers zero en decroissant: 
(x+Anu)+-x+ ~x~x>ol u 
An 
En vertu d’une propriete speciale de la topologie de Mackey pour A 
([3], chap. 1, prop. 18; [8], $ 2, prop. 1, p. 139; [ll], lem. 1, p. 602) 
il suffit de prouver que pour toute suite (jln)ncN telle que 1, 4 0, la suite 
-X[X>O] u 
> 
tend vers 0 en d&o&ant ,u presque partout sur T (*). Remarquons que 
fn est decroissante en raison de la croissance de l’application de ‘Rf dans A: 
d’autre part, on a, pour tout n E N, fn > 0, puisque si t E [XG 01, 
fn(t) = (x+&S u)+ (t) &a 
et si t E [x> 01, 
f?&(t) = ; [(X+&I U)+-(~+&z?w)* 
D ans Ges conditions il existe f application de T dans n+ telle que fn(t) 4 f(t), 
,u presque partout. 11 reste b prouver que f(t) = 0 ,U presque partout sur T. 
(*) Pour la commoditt? du lecteur, la d6monstration de cette prop&W est 
don&e en appendice. 
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Ce resultat se deduit de a). En effet, comme pour tout compact K de T, 
XK E A n II*, on obtient grace a a) lim,,,, Jr xxfn dp= 0. Soit lim+++, 
jx fn d,u = 0 et puisque f,, > 0, Vn E N, lim,+., SK 1 fnl d,u = 0.11 existe dono 
une sous suite (fqKcn)) telle que lim A+OO fqK&t) = 0 p presque partout sur K. 
Dans ces conditions puisque T= lJrcNK, avec K, compact Kj C &+i, 
il existe une sous suite fqtnj telle que limn+.oo fpt,) (t) = 0, p presque partout 
sur T. D’oh en vertu de ce qui precede f(t) = 0 p presque partout sur T 
et la demonstration du theoreme est complete. 
APPENDICE 
PROPOSITION. Soit (f&N une suite d’klhnents de A+. On suppose que 
f,,(t) tend vers zdro p presque partout en dhoiesant. Alors on a lim,,+oo fn = 0 
dam AT (A muni de la topologie de &lackey t(A, A*)). 
DEMONSTRATION. t( A, A*) est engendree par la famille des semi-normes 
(pw)wr~o avec lJw~~O w = A* et w E WO est une partie normale a(A*, A) 
compacte. On a: 
Fixons w E W,-, et E > 0. 11 s’agit de montrer qu’il existe N tel que pour 
n>N on ait supgtw Jr fnlgj d,u<E. Pour toute F, E A*, la suite (Ihjfn)ncN 
a les proprietes suivantes: (Ihjf,J tend ,LA presque partout vers zero en 
decroissant et pour tout n E N, Ihlfn< Ihlfo. D’apres le theoreme de 
Lebesgue on a 
lim J lhlfndp= J lim (Ihlfla) dp=O. 
n-a, T T n-woo 
Ceci implique que A*= UnrN On, e oti O?l,s est l’ouvert pour la topologie 
o(A, A*) defini par On,&= {g E A*] [Jr ]g]fn dpl <E). Comme W eat o(A*, A) 
compact, il existe une suite finie d’entiers ni, n2, . . ., nk tels que 
WC 6 Onj,,. 
i-1 
Comme W est normal si h E W, Ihl E W. Done si h E W il existe 
j E (1, 2, . ..) k) tel que ]h,1 E0nj,8; c’est-it-dire jr ]h] fw dp <e. Soit 
N= max [ni, 122, . . . . %k]. Comme (f+N est decroissante, on a : n> N =+ 
+ jr lhlfn dp<e. D’ohnzN =+ supheW jr lblfn d,u<Eet la demonstration 
est achevee. 
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